
1. は じ め に

弾塑性挙動を示す金属材料，特に不安定破壊
（脆性破壊）が問題となる鋼材について，織田・
中村・川上は，実験値の詳細な解析から，破壊靱
性（或いは破壊靱性値とも言われる）に関して以
下の推定式が成り立つことを報告している 1),2)．

..........................(1)

ここで，KIc*は塑性変形を示す弾塑性材料の破壊
靱性，kは定数，sTは真破断応力（引張試験にお

いて破壊時の荷重をその時の断面積で除した値），
Icpはシャルピー衝撃値（2 mm Vノッチシャルピー
衝撃値），Eはヤング率である．ここでは，破壊靱
性KIc*が，実験的に求めやすいパラメーターであ
る真破断応力sT，シャルピー衝撃値 Icp，ヤング率
Eで表されることが重要で，実用上も利用価値が
高い．
この推定式 (1) は，1）線形破壊力学で材料の破
壊抵抗とされる破壊靱性KIc*は，真破断応力sTと
シャルピー衝撃値 Icp（2 mm Vノッチシャルピー衝
撃値）の平方根との相乗積に比例する，2）この
式は亀裂先端において，小規模降伏から，大規模
降伏，さらには全面降伏に至るまでの材料や状態
の広い範囲にわたって成立する，等々の重要なこ
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If KIc* is redefined as the energy per unit area to break the edge of crack as  e c�((1�n 2)/E)KIc*
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where e c is the critical value of e for breaking and n the Poisson’s ratio, the equation KIc*�KIc√
—Fc

is derived, where Fc the ratio of the observed energy to break the elastic-plastic solid and the one
to break the perfectly deformed same solid with the fracture toughness KIc. The above-mentioned
estimation formula is derived from this equation which is meaningful in all states of metallic mate-
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とを示している．
破壊力学の分野では，応力拡大係数KI，破壊が
生じる限界値としての破壊靱性KIc，エネルギー解
放率G，その限界値Gc，J積分，開口変位COD等
を用いて，破壊現象が議論されている3),4)．しかし
現実に生じる破壊現象が非弾性的であるにも関わ
らず，現在の破壊力学は本質的に弾性の力学であ
り，種々の矛盾点や不明点も指摘されている．こ
の状況に対して，渡辺は「亀裂エネルギー密度」
(Crack Energy Density) なる概念を提唱し，破壊力
学における物理的背景について考察している5)�7)．
ここでは，亀裂エネルギー密度の概念を用いると，
推定式 (1) が導かれることを示す．これは今まで
亀裂エネルギー密度なる概念の有効性があまり評
価されてこなかった嫌いがあるが，その有効性を
示すとともに，推定式 (1) は破壊力学で見落とさ
れていた本質をついたものであることが明らかと
なる．なお本報告では，考える試料片の厚さ（3

次元x1x2x3空間のうち，x3軸方向）を単位厚さ1と
仮定し，2次元（x1x2面内）として議論する．

2. 亀裂エネルギー密度の概念に基づく
破壊力学の構造について

亀裂エネルギー密度e は歪エネルギー面密度と
しての性質を持つもので，「変形前に考えた亀裂
線を含む任意の面において，面をはさむ外側の部
分が変形に際して亀裂先端の1点になす単位面積
当たりの仕事」と定義されている 5)�7)．
実際の材料中の亀裂先端近傍で生じる変形は極
めて複雑である．亀裂材は点の集合からなり，変
形に従って点の集合が動くと考える．G(a) を長さ
aの亀裂の初期の状態における亀裂先端に沿った
径路とし，G(x1)，G(a�Da) を亀裂前方の x1及び
a�DaにおけるG(a) と同じ径路とすると（図1(a)

参照），亀裂エネルギー密度は

............................(2)

で与えられる．W̃は変形に際して，変形前の1点
に実際になされた単位体積当たりの仕事であり，
広い意味の歪エネルギー密度である．また離散的
な点の集合を考えた場合の亀裂エネルギー密度を
ẽで表している．式 (2) で表される亀裂エネルギー
密度 ẽは，初期の状態におけるG(x1) 部分が現在
までに担ったエネルギーを亀裂を含む面内の単位

面積当たりで表したものである．負荷によりG(x1)

部分に起こった変化の程度を単位面積当たりのエ
ネルギーの次元で捉えたものと考えられる．
連続体として扱える場合，即ち応力s ijや歪 e ij

が定義できる場合は，

............................(3)

である．ここでは有限な曲率半径rをもつ切欠き
を亀裂モデルとして考えている．（図 1(b) 参照）
歪エネルギー密度Wは

..........................(4)

である．式 (4) における積分は実際の負荷履歴
に従って負荷を始めた時刻 0より現在の時刻 tま
で行う 5)．
このように定義された亀裂エネルギー密度は，
荷重–変位曲線により実験的に求められる．亀裂
材に単調負荷Pを加えたとき，亀裂長さを a，変
位をuとして，全歪エネルギーをU(a, u)�∫ Pduと
すると，

.............................(5)
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図1．亀裂先端及び切欠き先端
(a) 長さaの亀裂先端における径路G(a)と，亀
裂前方の同一形状の径路G(x1) 及びG(a�Da)
(b) 曲率半径rを持つ長さaの切欠き端におけ
る径路G(a)と，その前方の同一形状の径路
G(x1)及びG(a�Da)



で与えられる．（図 2参照）点集合として離散的
分布を考える ẽと連続的分布（s ijとe ijが定義でき
る）を考えるe については，荷重–変位曲線に大
きな差はなく，

ẽ (a)�e (a)..............................(7)

であることが知られている．従って連続体モデル
でe (a) が分かれば，ẽ (a) を推定することができ
る 5)．
また塑性論の全歪理論によっても，歪増分理論
によっても，荷重 –変位曲線にあまり差はない．
従って全歪理論によるe (a) によって歪増分理論
によるものを近似的に評価してよいことも知られ
ている 5)．
以上の根拠に基づくと，J積分が定義できると

き（線形や非線形の弾性挙動を示す場合，塑性変
形を示すときは全歪理論に従う場合）は，e (a) は
亀裂に対する J積分に等しい値になる．従って J

積分の議論で得られた多くの結果は，Jではなく
亀裂エネルギー密度e (a) に関するものと解釈を変
えれば，利用可能である 5)．

Barenblattの結合力モデルの場合，xにおける原
子面間隔の伸び（開口量）を d (x)，結合力を
s*(d) とすると，開口変位をf�d(0) として，

......................(8)

である6)．この式はJ積分についても成り立つ．特
にs*(d)�s cfの場合は J�ls cffが得られる．ここ

でs cfは一定の結合力，fは亀裂先端での開口変位
即ちCOD (Crack Opening Displacement) であり，l
は降伏条件や試験方法（試験片の形状）に依存す
る 1�l�3程度の定数である．この式はまた剛塑
性体について全面降伏の場合にも成り立つことが
知られている8)．（なお剛塑性体以外の加工硬化を
含む場合や弾性変形を含む場合にも成り立つこと
は示唆されている 4)．）これからJ積分の議論で得
られた成果は，完全弾性，小規模降伏，大規模降
伏，全面降伏にいたる全領域について弾性亀裂エ
ネルギー密度の議論に解釈し直せばよい．
なお当然のことであるが，J積分を用いること

ができない場合でも，e (a) を用いた議論は可能で
ある．e (a) を用いた議論は塑性変形の程度に依ら
ず一般的に成り立つ．本報告ではe (a) に基づく
一般的な場合について議論する．
亀裂先端で塑性降伏がある時は，亀裂エネル
ギー密度 e は，保存されている弾性亀裂エネル
ギー密度をe e，吸収された塑性亀裂エネルギー密
度をe pとして 5)�7)，

e�e e�e p..............................(9)

である．負荷Pを解放すると弾性亀裂エネルギー
密度e eは解放される．
特に線形弾性体の場合は

................(10)

である．KIは応力拡大係数，nはポアソン比，G

はエネルギー解放率である．ここでは変形様式と
してモード I（開口形）のみを考える．線形弾性
体の場合は，亀裂エネルギー密度はエネルギー解
放率とその値が等しくなる．非線形弾性体の場合
も含めて，一般に弾性体の場合は，亀裂先端の局
所的状態を表す量であるe は，亀裂が進展する時
のエネルギー解放率とその値が等しくなる．
塑性降伏が存在する場合でも，エネルギー解放
率G�として亀裂が単位面積当たり進展する際に解
放されるエネルギーであると定義することは可能
であり，G��e eと考えられる 6)．
次に，亀裂の進展のための必要十分条件につい
てまとめる 9)．亀裂進展のための必要条件（亀裂
が進展することを前提）は，

G��e e�2gs ...........................(11)

である．ここで 2gsは単位面積当たりの新表面形
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図2．荷重–変位曲線と亀裂エネルギー密度
初期亀裂長さがaの時とa�daの時の荷重–

変位曲線．この差から亀裂エネルギー密度
が求められる．点線は完全弾性体の場合の
荷重–変位曲線である．



成に必要な表面エネルギー（完全脆性破壊でも，
大規模降伏後の破壊でも，新表面形成に要する表
面エネルギーと考える）である．一方，十分条件
としては，亀裂の進展を考えることなく定義でき
る物理量がその限界値に至ったとき破壊が生じる
と考えて，

e �e c�e c
e�e c

p�e c
e�2gp ...............(12)

である．ここで 2gpは亀裂が生成されるまでに単
位面積当たり吸収される塑性仕事である．一般に
e c

e�2gsであり，必要条件より十分条件の方が厳
しい条件となっている．従って破壊のクライテリ
オンは，e �e cとなる．

3. 推定式に関する議論

3.1 破壊靱性の再定義
塑性降伏を含む一般的な場合の亀裂エネルギー
密度e は，変形としてモード I（開口形）のみを
考えるとして，

e �e e�e p

�e e–linear�e e–nonlinear�e p

.....(13)

である．右辺の項のうち，エネルギー解放率は
G��((1�n 2)/E)K1

2�e e–nonlinearで与えられる．塑性
仕事はe pである．式 (13) を書き換えて，

あるいは

......................(14)

とおく．ここでL�e e–nonlonear�e p，
G�((1�n 2)/E)K1

2, F�1�L/Gとおいた．
破壊がe �e cで生じるとするときの限界値をe c

とすると，

....................(15)

で与えられる．ここで
Fc�2(gs�gp�)/2gs, 2gp��e c

e�nonlinear�e c
p，Gc�2gsであ

る．さらに式 (15) の右辺をe c�((1�n 2)/E)KIc*
2と

おくと，亀裂先端部が破壊に至るまでに担いうる
単位面積当たりのエネルギーをKIc*を用いて表現

したことになる．このKIc*は広義の破壊靱性であ
り，破壊を判断する重要なパラメーターとなる．
KIc*は完全弾性体の時のみ応力拡大係数やエネル
ギー解放率と関係づけられるが，塑性変形を含む
ような一般の場合はこれらとは関係がない．（小
規模降伏の場合は近似的に関係が成り立つ．）亀
裂エネルギー密度の限界値と関係した量として再
定義されたKIc*については，

KIc*�KIc√
—Fc............................(16)

である．Fcは弾塑性体の破壊の際の吸収エネル
ギー2(gs�gp�) と完全弾性体の破壊の際の吸収エネ
ルギー2gsの比である．またこの式のKIcは試料片
が塑性変形を受けた後，破断した際に解放される
エネルギーのうち線形弾性に関連した量であり，
完全弾性体の破壊靱性と考えられる．推定式で
議論するべき弾性亀裂エネルギー密度の限界値
e e–linear�Gcは，破断により解放されるエネルギー
のうち，線形弾性で近似される量である．

3.2 Griffith-Orowan-Irwinの式の導出
式 (12)，(15)，(16) から，

................(17)

さらに，亀裂長さ2a，（公称）破壊応力sFのとき，
測定された「破壊靱性」がKIc*�√—pasFで表される
とすると，

.................(18)

である．これはGriffith-Orowan-Irwinの式 14)�16)と
して知られる．測定値sFがKIc*�√—pasFとして測定
されているかどうかに注意する必要がある．

3.3 推定式の導出
式 (16) における破壊靱性KIcは，式 (13) から分
かるように，保存されている弾性亀裂エネルギー
密度のうちの線形寄与分である．弾塑性材料が塑
性変形を十分受けた後の破断直前の構造は，もは
や塑性変形は生じない構造になっており，その状
態で保存されている弾性亀裂エネルギー密度は，
完全弾性体の場合に保存されている量と同じと考
えられる．完全弾性体の亀裂エネルギー密度の限
界値は

..................(19)ε ν
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であり，これはエネルギー解放率の限界値Gcに等
しい．
鉄鋼材料或いは金属材料が完全弾性体すなわち
無欠陥の単結晶であれば，その真破断応力は非常
に大きいことが知られている．しかし通常の鉄鋼
材料等では，これより1–2桁小さな値になる．こ
れは破断が原子結合の分離切断で生じるのではな
く，別の機構で生じていることを示している．こ
こでは通常の鉄鋼材料等の完全弾性状態での破断
は，Griffith14) が提案した微小亀裂（或いは欠陥）
の進展による機構に支配されていると考える．微
小亀裂の長さ 2cは分布を持つが，ある大きさ 2cc

より大きいものは存在しないとする．また2ccより
小さいものは存在しても強度には影響しない．
十分離れた外からの応力場sが存在するとき，

微小亀裂（欠陥）の周りの応力は微小亀裂端部に
集中する．図3に示すように，微小亀裂（長さ2c）
を円で近似すると，右半分の円周分が右端部Oに
集中すると考えられる．エネルギー単位で表すと，
単位体積当たり(1�n 2)s2/Eのエネルギーが半円周
pcの分だけ集まって，単位面積当たりpc(1�n 2)

s2/Eのエネルギーが欠陥端部Oに集中する（Oを
含み，x2軸に垂直な面内で）ことになる．（図3を
参照）このエネルギーがある値を超えると，破断
が生じるとする．
完全弾性状態の材料中の最も大きい 2ccの微小
亀裂に集中した単位面積当たりのエネルギー
pcc(1�n 2)s2/Eが，ある値Gcに等しくなったとき
破断が生じ，この時の応力が材料の真破断応力sT

を与えると考える．この時強度sTは，弾性亀裂エ
ネルギー密度の線形部分の限界値 e c

e–linear或いは
エネルギー解放率の限界値Gcと次式の関係で与え
られる．

..........(20)

従って式 (16) 右辺の破壊靱性KIcは，

KIc�√—pccsT ...........................(21)

で与えられる．
次にFcの評価であるが，2(gs�gp�) は材料が塑性
変形を受け，降伏後，極限強さを経由して真破断
強度sTに至るまでの全てのプロセスに必要なエネ
ルギーである．これを実験的に測定しているのは
衝撃破壊試験であると考えられる．一般に衝撃試
験の場合，衝撃の与え方や試験片の形状により，

試験片全体にわたる応力や歪の分布は異なる．吸
収エネルギーを測定しているのは明確であるが，
吸収エネルギーのうち，破壊のためにどの程度エ
ネルギーが使われたかは試験方法による．破壊の
進展する部分以外にも塑性変形は生じており，そ
の部分で吸収されたエネルギーの割合が異なるか
らである．もしある弾塑性材料と同一材料の完全
弾性体について，同一の衝撃試験が行えれば，そ
の比をとることにより，Fcを実験的に求めること
が可能である．ここでは，よく使われているシャ
ルピー衝撃値 Icpを考えるが，特に亀裂の進展によ
り吸収されたエネルギーを強調して Icp

crackと書くこ
とにする．シャルピー衝撃値の内，Icp

crackは破壊の
進展に要した部分であるので，

Icp
crack�2(gs�gp�) ........................(22)

とおける．なおa(�1) を定数として Icp
crack�a Icpと

近似できる．
式 (16) は，式 (21) と (22) より，

KIc*�k�sT√—Icp
crack�k�sT√—Icp ................(23)

................(24)

となる．式 (1) の定数は，k�k�√—Eである．
この定数の実験結果との比較には，シャルピー
衝撃値 Icpと Icp

crackの関係を明確にする必要がある．
織田・中村・川上の実験結果 1),2)からはa�0.2–0.8

k k
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図3．欠陥端部へのエネルギー集中の概念図



である．一方田中ら 17)による低温での測定値では
2gp�3.6	103(N m�1) であり，織田らによる低温で
の測定値 Icp�1	102(kgf cm�1)�0.98	105(N m�1) を
用いるとa�4	10�2程度となる．この時はaは 1

桁小さい．しかし同一試料について測定した Icpで
はない．
また微小亀裂（欠陥）の大きさccは材料により

変化するが，KIc*に対してその効果は平方根で影
響し，比例するsTの効果より小さい．
例えば2gs�2(J m�2)，E�200(GPa)，2cc�80(nm)，

a�0.5とすると，k�√—E �80程度である．係数 k�

k�√—E の評価にはaccが大きく影響する．

4. ま　と　め

金属材料等の弾塑性挙動を示す材料の破壊につ
いては，亀裂エネルギー密度の概念を用いると見
通しよく説明することができる．亀裂エネルギー
密度の議論から，KIc*�KIc√

—F cが成り立つことが分
かる．ここでKIc*は亀裂エネルギー密度の限界値
から定義される広義の「破壊靱性」というべきも
ので，「亀裂先端部が破壊に至るまでに担いうる
エネルギーを単位面積当たりで表したもの」であ
る．またF cは弾塑性体の破壊の際の吸収エネル
ギー2(gs�gp�)と完全弾性体の破壊の際の吸収エネ
ルギー2gsの比である．
この式KIc*�KIc√

—F cから推定式 (1) を導くことが
できる．推定式 (1) は，完全弾性体，小規模降伏，
大規模降伏から全面降伏に至るまで全領域で成り
立つ．
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Appendix

小規模降伏或いは大規模降伏を中心に J積分 10)

で議論された結果を用いて，式 (14) が導かれるこ
とを示す．

A1. Dugdaleモデル（完全弾塑性体に対するモデ
ル）による記述

Dugdaleモデル3),4),11)は，外部応力が降伏応力sY

に達するまでは弾性体であり，降伏応力を超える
と加工硬化なしで塑性変形をすると近似したもの
である．図 4に示すように，亀裂先端（長さ 2a）
に前方に伸びた細長い塑性域（大きさw）を考え
る．亀裂の大きさとしてこの塑性域を含んだ領域
（長さ2c�2(a�w)）を考え，塑性域wの部分の亀
裂内面に外力sとは別の結合力s*が作用したモ
デルを考える．この結合力を塑性域全体にわたっ
て一定としたもの (s*�s cf) がDugdaleモデルであ
る．結合力s cfとしては，降伏応力sY乃至は塑性
拘束（多軸応力状態）を考慮するときは実効的降
伏応力lsYを取ることが多い．lは塑性拘束係数
(plastic constraint factor) であり，通常1�l�3とい
われる．開口端 |x|�aにおける開口変位fは，

.....................................(25)
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図4．亀裂先端の結合力モデル
(a) 薄板に生じる亀裂端の細長い塑性域
(b) Dugdaleモデル（(a)をモデル化）



で与えられる 4),13)．ここでは塑性域の大きさに関
する条件は何も入っていないことに留意する必要
がある．またこのモデルでは塑性域のヤング率は
塑性変形前のヤング率と同じとしている．なおヤ
ング率としては，ポアソン比をnとして，平面歪
状態ではE/(1�n 2)，平面応力状態ではEであるが，
これらを通常のようにEと表現している．
このDugdaleモデルの J積分は，J�s cffで与え
られるので，

..........(26)

である 3)．これを書き直すと

..................(27)

ここで，

.....................................(28)

である．式 (27) は，J積分がみかけ上，弾性体
におけるエネルギー解放率 G�p as 2/Eと関数
Y{(p /2)(s/scf)}の積で表される，即ち J�GYであ
ることを示している．ここで，関数Y{(p /2)(s/scf)}

は塑性効果を表す関数である．
また式 (27) は，長さ2a*を持つ等価な亀裂を考
えると，

......................(29)

として

....................(30)

と書ける．ここで KI*�√—p a*sとおいた．この
KI*�√—pa*sは完全弾性体の応力拡大係数と全く同
じ形式をしている．従ってDugdaleモデルが成り
立つ場合，大規模降伏を示す場合でも，亀裂の長
さ2aを仮想的な2a*に置き換え，塑性変形の効果
を繰り込むと，形式上式 (30) が成り立つことが分
かる．
図 5に関数Yの応力比依存性を示す．s /scf�

0.445のときはY�1.09であり，Y�1と近似できる．
従ってs /scf�0.445であれば，弾塑性体について

も，常に

.........................(31)

であることが言える．

A2. 加工硬化のある弾塑性体の場合のJ積分の形
前節のDugdaleモデルは完全弾塑性体について

の議論であるが，加工硬化のある場合についても，
形式的ではあるが議論を拡張することができる．
大規模降伏の場合の J積分は，亀裂面間の距離

をdとして，結合力がs*�s*(d) で与えられる時，

........................(32)

と与えられる 3),10)．Dugdaleモデルではs*�s cf�

constとしたが，加工硬化を考慮すると，

s*(d)�s cf�f (d) .......................(33)

とおくことができる．ここで f (d)�Etand /B�f 1(d)

であり，Etanは接線係数，Bは板厚，f 1(d) は高次
の項である．Riceは f (d)�Etand /Bの場合について
解析している 10)．式 (33) の場合，

...(34)

と書ける．一方開口変位fは，式 (25) から分かる
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図 5．関数 Y(x)�2log(sec x)/x2の，応力比 x�

(p /2)(s/scf) に対する依存性



ように，弾性変形の場合はscf a/Eに比例する．こ
の結果は小規模降伏に限らず，大規模降伏でも成
り立つ．弾性変形を超える大きな変形の場合にど
のような形になるかは不明であるが，応力（sや
s cf）の増加とともにまず弾性変形が生じ，その後
非線形の効果が現れてくると考えられるので，
scfa/Eに比例する項に非線形の効果が加わってく
る．従って

.................(35)

といった形で表されることが予想できる．これか
ら大規模降伏の場合，一般的に

.......................(36)

と書ける．ここで，関数F(s) は，

.....................................(37)

と複雑な関数である．関数F(s) は関数Yと同じ
く，塑性変形の効果を表す関数である．関数F(s)

は小規模降伏の結果につながるべきであるから，
s /s cf→0のとき，F(s)→1である．
式 (36) は形式上式 (27) と同じであり，前節の

議論がそのまま使える．一般的な弾塑性体におい
て，亀裂先端方向への細長い塑性域が生じる場合
（結合力モデルが成り立つ場合），等価な亀裂長さ
をa*�aF(s) とおけば，完全弾性体と全く同じ形
式の J積分が得られる．これは大規模降伏，小規
模降伏の条件を問わない．
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